Colle du 6 février: Espaces euclidiens et hermitiens

16.1 Premiere série

Exercice 1: Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices hermitiennes positives de M,,(C).
Montrer que C' = (a;;b;;) est aussi hermitienne positive.

Exercice 2: 1. Soient E hermitien, u,v,w des vecteurs de norme 1. Montrer que

V1= [{u,w)|2 < /1= [(u,)]2 + /1 - [{v,w)|?

2. Soient A et B deux matrices unitaires d’ordre n. Montrer que

\/n2 —|Tr(AB)]2 < \/n2 —|Tr(A)]? + \/n2 |Tr(B

Exercice 3: Soit K un corps fini de cardinal ¢ et de caractéristique différente de 2. Montrer
qu’il existe exactement deux classes d’équivalence de formes quadratiques non dégénérées sur
K".

16.2 Deuxiéme série

Exercice 1: Soit F un C-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une forme sesquilinéaire
hermitienne B non dégénérée. Un plan P C E est dit hyperbolique sl existe une base (e, es)
de P telle que B(ey,e1) = B(ea,e2) =0 et B(e, ea) = 1. Un vecteur v € E— {0} est dit isotrope
si B(v,v) = 0. Montrer qu’il existe des plans hyperboliques Pi,...,Py et un sous-espace G de E
sans vecteurs isotropes tels que E = P, @+ ... @+ P, & G. Que se passe-t'il si B est une forme
bilinéaire antisymétrique?

Exercice 2: (Simplicité de SO3(R)) Soit G un sous-groupe de SO3(R). Soit Gy la composante
connexe par arcs de Id dans G.

1. Montrer que Gy est un sous-groupe de SO3(R), distingué si G Dest.

2. On suppose G connexe par arcs, distingué, non réduit & {Id}. Montrer que G contient une
rotation d’angle 7, puis que G = SO3(R).

3. Quels sont les sous-groupes distingués de SO3(R)? Et de O3(R)?

Exercice 3: (Théoréme de Maschke) Soit G un groupe fini, et V un C-espace vectoriel de
dimension finie. Soit f : G — GL(V) un morphisme de groupes. Soit W un sous-espace de V/
stable par G. Montrer que W admet un suppémentaire stable par G.

16.3 Troisieme série

Exercice 1: Soient g et ¢’ deux formes quadratiques sur un espace vectoriel complexe E. On
suppose que ¢~ 1({0}) = ¢~*({0}). Que dire de q et ¢'?

Exercice 2: Soit E un espace hermitien de dimension 2. Soit f un endomorphisme de F. On
définit le Hausdorflien de f par H(f) = {(z, f(z))|x € E,||z|]] = 1} € C. On appelle disque
elliptique 'ensemble des points situés a l'intérieur d’une ellipse (I'ellipse comprise). Montrer que
H(f) est un disque elliptique dont on déterminera le centre et les foyers, et que H(f) est un
disque elliptique dégénéré (ie un segment) si, et seulement si, f est normal.

Exercice 3: Trouver les fonctions f : R™ — M, (R) telles que, pour X € R" et O € O,(R), on
ait f(OX) = 0X(*0).



